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1 Vektoranalysis — explizite Ableitungen
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2 Vektoranalysis - Rechenregeln
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3 Flussintegral

(@) Fluss aus einem geschlossenen Halbzylinder

explizite Berechnung
Der gesamte Fluss setzt sich aus Fluss durch Mantel, Riicken, oberen Deckel und unteren
Deckel zusammen. Es gilt:

/ afj= [ afge [ afqe | afge | afg
Halbzylinder Mantel o.Deckel u.Deckel Ruecken

Als erstes berechnen wir den Fluss des Mantels in Polarkoordinaten. Das Vektorfeld j(F)
muss in Polarkoordinaten umgerechnet werden.

Rcosyp
i) = | Rsing
2H

Der Normalenvektor lautet:

Hiermit ergibt sich mit dem Flichenelement des Zylinders (Rdedz) d f

. Rcosp
df = | Rsinp | dedz
0

Jetzt konnen wir den Fluss durch die Mantelfliche bestimmen.

Rcosy Rcosy
/ df -5 = / / R sin (p - | Rsing | dydz
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= / / R? cos? (¢) + R%sin? (p)dpdz

_ p2 z
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,% 0
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Als néchstes bestimmen wir das Flussintegral des oberen Deckels. Den Normalenvektor
kann man sich leicht iiberlegen, er steht senkrecht auf die Kreisfliche. Der Abstand
von der X—Achse betrigt gerade % und somit ergibt sich fiir die z—Komponente des
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Vektorfeldes der konstante Wert H. Nun kénnen wir das Integral bestimmen.

pCOS @ 0
/ df -j = / / psmso - 0] dedp
o.Deckel 1

= / / pHdpdp
0 0

1
= §7TR2H
Fiir den anderen Deckel berechnen wir das Integral vollkommen analog, lediglich der

Normalenvektor ist entgegengesetzt orientiert, was durch die negative Hohe ausgeglichen
wird.

p COS 0

/ af-j = // psmcp | 0 | dedp
o.Deckel 1
= / / pHdedp
o Jo

1
= §7TR2H

Nun miissen wir nur noch das Integral des Riickens berechnen. Der x—Wert ist konstant
Null und der Normalenvektor steht senkrecht auf dem Riicken in positiver x—Richtung.

/ / . O drdz =0
4%

Jetzt konnen wir den Fluss des Vektorfeldes bestimmen.

1 1
7R’H + §7TR2H + inQH = 27R’H

Uberpriifung mit Hilfe des GauBschen Satzes

/dV(ﬁ 7) = /dV1+1+2:4/ dV = 2rR?H
Hz Hz Hz

(b) Fluss aus einer geschlossenen Halbkugel

explizite Berechnung
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Der gesamte Fluss setzt sich aus dem Fluss der Halbkugeloberfliche und des Bodens

[ afii=[ afge [ afj
Halbkugel Hko Boden

Als erstes berechnen wir das Integral iiber die Halbkugeloberfliche. Dabei benutzen wir
Kugelkoordinaten und miissen das Vektorfeld entsprechend umrechnen.

zusammen.

B Rsin () cos ()
J(7) = | Rsin(9)sin (¢)
2R cos (9)

Der Normalenvektor ist immer senkrecht auf der Kugeloberfléiche.
sin (1) cos (¢)
7i = | sin (9) sin (p)
cos (1)
Mit dem Flachenelement der Kugel ergibt sich folgendes Integral.
sin () cos () sin () cos ()

2 %
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Jetzt miissen wir noch das Integral fiir den Boden bestimmen. Der Nullvektor sitzt
senkrecht auf dem Boden und zeigt in negative z—Richtung. Die z—Komponente des
Vektorfeldes ist konstant Null.

e n [eos(@)) (0
[ oaii= [ [ st ] (0] dedr=0
Boden 0 0
0 1
Hiermit ergibt sich ein Gesamtfluss von %ﬂ'R?’.

Uberpriifung mit Hilfe des GauBschen Satzes

/dV(ﬁ-*'):/ dV1+1+2:4/ Qv = Srps
Hk Hk Hk 3
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4 Wegintegral

(a) Berechnen der Rotation. Wir fassen den Koeffizienten 5 als ein skalares Feld auf

und berechnen die Rotation mit Hilfe Rechenregel aus Aufgabe 2(b).

V x A(F) = (VAs) x Ay + AV x A,)

2c v 2c 0
—z2 — g2 1

Zu beachten ist vor allem, dafl die Rotation nicht Null ist, somit liegt kein konservatives
Feld vor. Die Funktion ist an der Stelle x = y = z = 0 nicht differenzierbar.

j{dE’-/_f
C

Mit C' = Kreisweg mit Radius R in der x,y—Ebene.

(b) Berechnen des Wegintegrals.

Rcosyp
7= | Rsingp

Jetzt konnen wir das Wegintegral berechnen.

21 .
fdg.A = / A-Fde
C 0

—sing Rcosgp

27 c
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0 0 0

27
= / cdyp = 2mc
0
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