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4.1 Leistung
(a) Masse: m = 75[kg] Zeit: t = 1[s] Strecke t = 1[m]

Kraft auf die Masse: F = g[m
s2

] · 75[kg] = 735, 75[m
s2
kg] = 735, 75[N ]

735,75[N ]·1[m]
1[s] = 735, 75[Nms ] = 735, 75[W ]

⇒ 1[PS]=̂735, 75[W ]

(b) ~F = m · ~a
Die Erdanziehung verursacht auf den Wagen eine Kraft von ~Fg.

~Fg = 1000 · g
Da die Kraft ~Fg senkrecht nach unten zeigt, berechnen wir den Anteil entlang der an-
steigenden Straÿe und nennen ihn ~F‖.

~F‖ = sinα ~Fg

Die maximale Leistung des PKW's geteilt durch seine Geschwindigkeit, ergibt die maxi-
male Kraft, die von dem PKW erbracht werden kann, um diese Geschwindigkeit gegen-
über einer anderen Kraft zu halten. (Vorausgesetzt der PKW fährt.)

60[PS]=̂44145[W ]

100[
km

h
]=̂27

7
9

[
m

s
]

44145
277

9

= 1589, 22

1589, 22 = sinα 1000 · g
1589, 22
1000 · g = sinα

1589, 22
g

= sinα

α ≈ 9, 323

Die Steigung berechnet man durch tanα.
tan 9, 323 ≈ 0, 164

Die Steigung, welche der PKW bei einer Geschwindigkeit von 100km/h maximal bewäl-
tigen kann, beträgt ca. 16,4 %.
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4.2 Atwoodsche Fallmaschine

4.2 Atwoodsche Fallmaschine
(a) ~F = m · ~a
Die gesamte Masse, welche eine Beschleunigung erfährt, ist m1 +m2. Die Kraft, welche
insgesamt wirkt ist (m2−m1) · g. Nun kann man die Beschleunigung a leicht berechnen.

a =
F

m
=

(m2 −m1) · g
m2 +m1

a =
(10− 5) · g

10 + 5
=

5 · 9, 81
15

= 3, 27

Die Beschleunigung beträgt also 3,27m/s und wirkt in Richtung des fallenden Körpers
m2.

(b) Fab = −Fba
Die Kraft auf das Seil erhalten wir durch folgende Gleichung:

m2g − FS = m2a

Nun setzen wir a aus Teil (a) ein.

m2
(m2 −m1) · g
m2 +m1

−m2g = −FS

FS = m2g −m2
(m2 −m1) · g
m2 +m1

FS = 10g − 10g
3

=
20
3
g = 65, 4

Auf das Seil wirkt eine Kraft von 65,4 N.

4.3 kürzer = schneller
~r(t) = y0 + v0t + 1

2~at
2 Auf den Körper wirkt nur eine Beschleunigung g senkrecht zum

Boden. Wegen der schiefen Ebene teilt sich die Kraft in 2 Komponenten auf.

sinα+ cosα = g

Die Beschleunigung parallel zu dem Brett beträgt sinα. Die Zeit, welche der Körper
benötigt setzt sich zusammen aus der Zeit, die er von A zum Au�agepunkt M benötigt,
und der Zeit, welche er von M nach B benötigt. Als erstes berechnen wir die Zeit von A
nach M.

y(t) = h− 1
2

sin2 αgt2
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4.3 kürzer = schneller

Für y = 0 ist der Körper bei M angelangt.

0 = h− 1
2

sin2 (α)gt2

1
2

sin2 (α)gt2 = h

t2 =
2h

sin2 (α)g

tAM =
√

2hg
sin (α)g

Um die Zeit von M nach B zu berechnen, benötigen wir die Geschwindigkeit am Punkt
M.

v = a · t
vm = sin (α)g ·

√
2hg

sin (α)g
=
√

2hg

Die Strecke zwischen M und B berechnen wir, indem wir von M von l subtrahieren.

sMB = l − h

tanα
Jetzt können wir die Zeit bestimmen, abhängig von dem Winkel α, welche der Körper
benötigt um B zu erreichen.

tAM + tMB = tAB

tAM +
sMB

vm
= tAB

tAB(α) =
√

2hg
sin (α)g

+
l√
2hg
− h√

2hg tanα
Um zu berechnen für welches α tAB am geringsten ist, bilden wir die Ableitung von
tAB(α) und setzen diese auf Null.

dt(α)
dα

=

√
h

g

((
1

tan2 α
+ 1
)

1√
2
−
√

2
cosα
sin2 α

)

0 =

√
h

g

((
1

tan2 α
+ 1
)

1√
2
−
√

2
cosα
sin2 α

)

0 =
(

1
tan2 α

+ 1
)

1√
2
−
√

2
cosα
sin2 α

0 =
cos2 α

sin2 α
+ 1− 2

cosα
sin2 α

−1 =
cos2 α+ 2 cosα

sin2 α
−(cos2 α+ sin2 α) = −2 cosα

cosα =
1
2

α = 60
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4.4 Kinematik in Polarkoordinaten

Bei einem Winkel von 60◦ hat der Körper B am schnellsten erreicht.

4.4 Kinematik in Polarkoordinaten
Um die Relationen für ~v und ~a zu veri�zieren, müssen wir erstmal ~eρ und ~eϕ bestimmen.

~eρ = cos (ϕ)~ex + sin (ϕ)~ey

~eϕ = − sin (ϕ)~ex + cos (ϕ)~ey

Für ρ = ρ(t) und ϕ = ϕ(t) gelten dann die Ableitungen:

d

dt
~eρ = − sin (ϕ(t)) ϕ̇(t)~ex + cos (ϕ(t)) ϕ̇(t)~ey = ϕ̇(t) ~eϕ

d

dt
~eϕ = − cos (ϕ(t)) ϕ̇(t)~ex − sin (ϕ(t)) ϕ̇(t)~ey = −ϕ̇(t)~eρ

Die Geschwindigkeit ist die Ableitung von ~r(t).

~v(t) =
d

dt
~r(t) = ρ̇ ~eρ + ρ ~̇eρ = ρ̇ ~eρ + ρϕ̇(t) ~eϕ

Die Beschleunigung ist die Ableitung der Geschwindigkeit.

~a(t) =
d

dt
~v(t) = ρ̈ ~eρ + ρ̇ϕ̇ ~eϕ + ρ̇ϕ̇ ~eϕ + ρϕ̈ ~eϕ − ρϕ̇2 ~eρ = (ρ̈− ρϕ̇2)~eρ + (ρϕ̈+ 2ρ̇ϕ̇) ~eϕ

Damit Orts- und Geschwindigkeitsvektor zu jeder Zeit senkrecht aufeinander stehen,
muss ihr Skalarprodukt null sein.

(ρ~eρ) · (ρ̇ ~eρ + ρϕ̇ ~eϕ) = ρρ̇

Da ρ = 0 keinen Sinn ergibt, muss die ρ̇ = 0 gelten. Die Bewegung ist jetzt eine Kreis-
bewegung mit konstantem ρ. Damit die beiden Vektoren parallel zueinander sind muss
ρϕ̇ = 0 gelten. Da auch hier ρ = 0 keinen Sinn ergibt, muss dotϕ = 0 gelten. Die Richtung
der Bewegung bleibt dann also konstant.
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(b) Den Betrag der Zeit kann man durch einsetzen in die Formel von (a) errechnen.

ρ̇(t) = σ0 cosα

ϕ̇(t) = tanα
1
ρ(t)

σ0 cosα =
sinασ0

ρ(t)

~v = σ0 cosα ~eρ + ρ(t) · sinασ0

ρ(t)
~eϕ = σ0 cosα ~eρ + sinα σ0 ~eϕ

Die Geschwindigkeit ist zeitlich konstant, also auch ihr Betrag.

|~v| =
√

sin2 α σ2
0 + σ2

0 cos2 α = σ0

Den Winkel zwischen ~r und ~v bestimmen wir über das Skalarprodukt.

~r · ~v = |~r| · |~v| cosα

[...00:35 und kein Ende in Sicht]

5 Kugelkoordinaten
(a)

∂~r

r
= (cosϕ sinϑ, sinϕ sinϑ, cosϑ)

∂~r

ϕ
= (−r sinϕ sinϑ, r cosϕ sinϑ, 0)

∂~r

ϑ
= (r cosϕ cosϑ, r sinϕ cosϑ,−r sinϑ)

Um nun die Einheitsvektoren zu berechnen, muss man die verschiedenen partiellen Ab-
leitungen durch ihre Beträge teilen.

∣∣∣∣
∂~r

r

∣∣∣∣ =
√

cos2 ϕ sin2 ϑ+ sin2 ϕ sin2 ϑ+ cos2 ϑ

=
√

sin2 ϑ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) + cos2 ϑ

=
√

sin2 ϑ+ cos2 ϑ

= 1

∣∣∣∣
∂~r

ϕ

∣∣∣∣ =
√
r2 sin2 ϕ sin2 ϑ+ r2 cos2 ϕ sin2 ϑ

=
√
r2 sin2 ϑ

= r sinϑ
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∣∣∣∣
∂~r

ϑ

∣∣∣∣ =
√
r2 cos2 ϕ cos2 ϑ+ r2 sin2 ϕ cos2 ϑ+ r2 sin2 ϑ

=
√
r2 cos2 ϑ+ r2 sin2 ϑ

=
√
r2

= r

Nun kann man die Einheitsvektoren bestimmen.
~er = (cosϕ sinϑ, sinϕ sinϑ, cosϑ)

~eϕ = (− sinϕ, cosϕ, 0)

~eϑ = (cosϕ cosϑ, sinϕ cosϑ,− sinϑ)

Damit es sich um eine positiv orientierte Orthonormalbasis handelt, müssen die Skalar-
produkte Null ergeben, auÿerdem muss das Spatprodukt Eins ergeben.

~er · ~eϕ = cosϕ sinϑ · (− sinϕ) + sinϕ sinϑ · cosϕ
= sinϑ · (sinϕ cosϕ− sinϕ cosϕ)
= 0

~er · ~eϑ = cosϕ sinϑ · cosϕ cosϑ+ sinϕ sinϑ · sinϕ cosϑ+ cosϑ · (− sinϑ)
= cosϑ sinϑ · (cos2 ϕ+ sin2 ϕ) + cosϑ · (− sinϑ)
= cosϑ sinϑ− cosϑ sinϑ
= 0

~eϕ · ~eϑ = (− sinϕ) · cosϕ cosϑ+ cosϕ · sinϕ cosϑ
= cosϑ · (cosϕ sinϕ− cosϕ sinϕ)
= 0

Berechnung des Spatproduktes:

(~er × ~eϑ) · ~eϕ =

∣∣∣∣∣∣

cosϕ sinϑ sinϕ sinϑ cosϑ
− sinϕ cosϕ 0

cosϕ cosϑ sinϕ cosϑ − sinϑ

∣∣∣∣∣∣
= cosϕ sinϑ cosϕ (− sinϑ) + cosϑ(− sinϕ) sinϕ cosϑ
− cosϕ cosϑ cosϕ cosϑ− (− sinϕ) sinϕ sinϑ(− sinϑ)
= − cos2 ϕ sin2 ϑ− cos2 ϑ sin2 ϕ− cos2 ϑ cos2 ϕ− sin2 ϑ sin2 ϕ

= − sin2 ϑ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)− cos2 ϑ(sin2 ϕ+ cos2 ϕ)
= − sin2 ϑ− cos2 ϑ

= −1

! Im Groÿmann (Mathematischer Einführungskurs für die Physik) ist immer von (~er, ~eϑ, ~eϕ)
als positiv orientierte ONB die Rede. Dies würde erklären, warum (~er, ~eϕ, ~eϑ) des Übungs-
zettels eine negative orientierte ONB wäre, da bei der Vertauschung von Spalten die
Determinante ihr Vorzeichen ändert.
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