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3.1 Ableitungen
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Funktion f(x)=1/x

f(x) =
1
x

f ′(x) = − 1
x2

Da 1
0 nicht de�niert ist, ist die Funktion und die Ableitung an der Stelle 0 nicht de�niert.
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3.1 Ableitungen
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Funktion f(x)=sqrt(x)
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√
x f ′(x) =

1
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√
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Die Funktion ist an der Stelle 0 de�niert. Die Ableitung hingegen ist an der Stelle 0 nicht
de�niert, da 1

0 nicht de�niert ist.
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Funktion f(x)=sin(sqrt(x))

f(x) = sin
√
x f ′(x) = −cos

√
x

2
√
x

Die Funktion ist für 0 wohlde�niert. Die Ableitung ist wegen 2
√

0 = 0 für 0 nicht de�niert.
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3.2 Partielle Ableitungen

(d)
f(x) = ax = ex ln a

f ′(x) = ex ln a · ln a = ax · ln a für x > 0

(e)

f(x) = coshx =
1
2

(ex + e−x)

f ′(x) =
1
2

(ex − e−x) = sinhx

f(x) = sinhx =
1
2

(ex − e−x)

f ′(x) =
1
2

(ex + e−x) = coshx

(f)

f(x) = tanhωt =
sinhωt
coshωt

f ′(x) =
ω cosh2 ωt− ω sinh2 ωt

cosh2 ωt
=

ω (cosh2 ωt− sinh2 ωt)︸ ︷︷ ︸
1

cosh2 ωt
=

ω

cosh2 ωt

(g)
f(x) = cos−1 x

aus f−1′(x) =
1

f−1 · f ′
folgt:

f ′(x) = − 1√
1− x2

3.2 Partielle Ableitungen

(a) f(x) = |x|n

~∇f(~x) = (∂1f(~x), ∂2f(~x), ∂3f(~x))

∂if(~x) = 2xi
n

2

√
x2

1 + x2
2 + x2

3

n−2

= xin|~x|n−2

~∇f(~x) = (x1n|~x|n−2, x2n|~x|n−2, x3n|~x|n−2)
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3.3 Höhenpro�l

(b) f(~x) = (~x× ~a) ·~b)

f(~x) = x1a2b3 + x2a3b1 + x3a1b2 − x3a2b1 − x2a1b3 − x1a3b2

∂1f(~x) = a2b3 − a3b2

∂2f(~x) = a3b1 − a1b3

∂3f(~x) = a1b2 − a2b1
~∇f(~x) = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

= ~a×~b

(c) f(~x) = ~x2 und ~x(t) = x0 cosωt

d

dt
~x(t) = ~x0(−ω sinωt)

df

dxi
= 2xi

d~f = 2~x0 cosωt · ~x0(−ω sinωt)

3.3 Höhenpro�l

(a) Als erstes berechnen wir den Gradienten von f(x, y).

∂f(x, y)
∂x

= − 1
(2x2 + 3y2 − 4x+ 2y − 2xy + 3)2

· (4x− 4− 2y)

∂f(x, y)
∂y

= − 1
(2x2 + 3y2 − 4x+ 2y − 2xy + 3)2

· (6y + 2− 2x)

~∇f(x, y) = (− 4x− 4− 2y
(2x2 + 3y2 − 4x+ 2y − 2xy + 3)2

,− 6y + 2− 2x
(2x2 + 3y2 − 4x+ 2y − 2xy + 3)2

)

Der Gradient zeigt immer in Richtung der höchsten Steigung. Dort wo der Gradient null
ist, gibt es keine Steigung, be�ndet sich also der Gipfel.

0 = − 1
(2x2 + 3y2 − 4x+ 2y − 2xy + 3)2

· (4x− 4− 2y)

0 = 4x− 4− 2y
y = 2x− 2

0 = − 1
(2x2 + 3y2 − 4x+ 2y − 2xy + 3)2

· (6y + 2− 2x)

0 = 6y + 2− 2x
0 = 6(2x− 2) + 2− 2x
0 = 10x− 10
x = 1
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3.4 Zykloide

y = 2x− 2
y = 2− 2
y = 0

f(1, 0) =
1

2− 4 + 3
f(1, 0) =

1

Der Gipfel be�ndet sich bei ~r = (1, 0, 1).

(b) Wir berechnen den Gradienten des Punktes und bewegen uns in die entgegenge-
setzte Richtung des Gradienten, da es nur einen Gipfel und keinen Kamm des Vulkans
gibt.

~∇f(1, 1) = (
1
8
,−3

8
)

|~∇f(1, 1)| =
√

1
64

+
9
64

=

√
5
32

−∇f(1, 1) · ~ex = −1
8

−1
8√
5
32

= cosϕ

ϕ ≈ 108, 435

Man muss einen Winkel von ca. 108, 5◦ zu x-Achse einschlagen, um den steilsten Abstieg
zu nehmen.

3.4 Zykloide

3.5 Kugelstoÿen

(a) Wir benutzen die allgemeine Formel ~x = ~x0 + ~v0t + 1
2~at

2. Die einzige Kraft die
wirkt ist die Schwerkraft. ~v0 ist gegeben und ~x0 ebenfalls. Daraus folgt die Newtonsche
Bewegungsgleichung:

x(t) = v0 cosϕ t

z(t) = z0 + v0 sinϕ t− 1
2
gt2
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3.5 Kugelstoÿen

(b) Wir bestimmen die Maximale Steighöhe. Diese ist genau dann erreicht, wenn die
Geschwindigkeit in z-Richtung 0 ist.

ż(t) = v0 sinϕ− gt

0 = v0 sinϕ− gt
gt = v0 sinϕ

t =
v0 sinϕ

g

zmax = z0 + v0
v0 sinϕ

g
sinϕ− 1

2
g(
v0 sinϕ

g
)2

zmax = z0 +
2v2

0 sin2 ϕ

g
− v2

0 sin2 ϕ

g

zmax = z0 +
v2

0 sin2 ϕ

g

Die Gesamt�ugzeit tg ist an dem Punkt z = 0 erreicht.

0 = z0 + v0t sinϕ− 1
2
gt2

0 = −2z0

g
− 2v0 sinϕ

g
t+ t2

tg =
v0 sinϕ

g
+

√(
−2v0 sinϕ

g

)2

+
2z0

g

Die Stoÿweite kann man durch Einsetzen von tg in x(t) errechnen.

xmax = v0 cosϕ tg

Den Betrag der Endgeschwindigkeit erreichen wir über die Ableitung der Bewegungsglei-
chung und Einsetzen der Gesamt�ugzeit.

~v(t) =
(
− sinϕ
cosϕ

)
+
(

0
−g

)
· tg

|~v(t)| =
√

sin2 ϕ+ (cosϕ− gtg)2

|~v(t)| =
√

sin2 ϕ+ cos2 ϕ− 2 cosϕgtg + t2g

|~v(t)| =
√

1− 2 cosϕgtg + g2t2g
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3.5 Kugelstoÿen

(c) Da z0 = 0 fällt es aus den Gleichungen raus. Wir setzen z = 0 und erhalten die
Weite des Wurfs, wann wir dieser maximal?

x = v0 cosϕ t

t =
x

v0 cosϕ

0 = v0 sinϕ
x

v0 cosϕ
− 1

2
g

(
x

v0 cosϕ

)2

0 = x
sinϕ
cosϕ

− x2 g

2v2
0 cos2 ϕ

x =

v2
0 2 cosϕ sinϕ︸ ︷︷ ︸

sin 2ϕ

g

x =
v2

0

g
sin 2ϕ

Die Sinus-Funktion ist maximal 1. Wann ist dies der Fall??

sin 2ϕ = 1

ϕ =
sin−1 1

2
ϕ = 46◦

~r(t) = (v0 cosϕ t, 0, v0 sinϕ t− 1
2gt

2)

Die Wurfbahn lautet:

z(x) = x
sinϕ
cosϕ

− x2 g

2v2
0 cos2 ϕ

= x tanϕ− x2 g

2v2
0 cos2 ϕ
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